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1 Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
1.1 Àêòóàëüíîñòü òåìû
Çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Òî÷íûå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëóæàò îáðàçöîì è îòïðàâ-
íîé òî÷êîé äëÿ ñîçäàíèÿ äðóãèõ, áîëåå ðåàëèñòè÷åñêèõ êîíöåïöèé, à òàêæå
äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñ ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè. Òàê â ñëó÷àå êâàíòîâîé
ýëåêòðîäèíàìèêè çíàíèå òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Êëåéíà-Ôîêà è Äèðàêà
ñ êëàññè÷åñêèì âíåøíèì ïîëåì ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èññëåäîâàòü ïðîöåññû,
ïðîèñõîäÿùèå â ñèëüíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ, êîãäà íå ðàáîòàþò ñòàí-
äàðòíûå ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé. Òàêèå ñèòóàöèè âîçíèêàþò ïðè èçó÷å-
íèè èçëó÷åíèÿ ìîùíûõ ëàçåðîâ, â ôèçèêå ïóëüñàðîâ è ÷åðíûõ äûð, à òàêæå
â êîñìîëîãèè ïðè èññëåäîâàíèè ðàííèõ ñòàäèé ýâîëþöèè Âñåëåííîé.

Âîïðîñû ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ôèçè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íàïðÿìóþ
ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì åãî èíòåãðèðóåìîñòè. Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùå-
íà âîïðîñàì èíòåãðèðîâàíèÿ îäíîãî èç îñíîâíûõ óðàâíåíèé òåîðåòè÷åñêîé
ôèçèêè � óðàâíåíèÿ Äèðàêà âî âíåøíåì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå.

Èçó÷åíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå ñëåäóåò íåïî-
ñðåäñòâåííî ïîñëå åãî èçó÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïëîñêîì. Ââåäåíèå â ðàññìîò-
ðåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñóùåñòâåííî ìåíÿåò äèíàìèêó ÷àñòèöû è ïðè-
âîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ ýôôåêòîâ, êîòîðûå íå ñóùåñòâóþò â ïëîñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Èíòåðåñ ê èñêðèâëåííûì ïðîñòðàíñòâàì ïîÿâèëñÿ ñðàâíèòåëüíî
íåäàâíî, èíòåíñèâíûå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ â èñ-
êðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå íà÷àëèñü ïîñëå îòêðûòèÿ Õîêèíãîì ïðîöåññà òåï-
ëîâîãî èçëó÷åíèÿ ÷åðíûõ äûð. Ïàðàëëåëüíî âîò óæå íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ëåò
íå ïðåêðàùàåòñÿ ðàáîòà íàä ñîçäàíèåì åäèíîé òåîðèè ôèçè÷åñêèõ âçàèìîäåé-
ñòâèé è ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè âêëþ÷èòü â îáùóþ ñõåìó ãðàâèòàöèþ. Òàê
ïðîâåäåííûé Ôîìèíûì Ï.È.[1] ó÷åò ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâî-
äèò ê óñòðàíåíèþ ðàñõîäèìîñòåé ÊÝÄ â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè è ñíÿòèþ
èçâåñòíûõ òðóäíîñòåé ñ "íóëü-çàðÿäîì"è àíîìàëüíûìè îñîáåííîñòÿìè ôóíê-
öèé Ãðèíà ("äóõàìè"). Îäíàêî ïîñëåäîâàòåëüíûé ó÷åò ãðàâèòàöèè ïðèâîäèò
ê çíà÷èòåëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì òðóäíîñòÿì. Ôèçè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñòàíî-
âÿòñÿ, êàê ïðàâèëî, íåèíòåãðèðóåìûìè, è âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì
ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé, îñòàþòñÿ íåèññëåäîâàííûìè.

Òðàäèöèîííî òî÷íûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè ïîëó÷àëè ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ýòîò ìåòîä ðàç-
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âèâàëñÿ äëèòåëüíîå âðåìÿ è ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëåå
èëè ìåíåå çàêîí÷åííóþ òåîðèþ. Øàïîâàëîâûì Â.Í.[2] äîêàçàíû òåîðåìû î
íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â ñêàëÿðíîì
óðàâíåíèè âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà â íàñòîÿùåå âðåìÿ èç-
âåñòíû òîëüêî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ î ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Äèðàêà â ðàìêàõ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ çà-
íèìàëèñü ìíîãèå èññëåäîâàòåëè. Äîñòàòî÷íî ïîëíî èçó÷åí êëàññ ïðîñòðàíñòâ,
ãäå óðàâíåíèå Äèðàêà äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, è ïîëó÷åíû ñîîò-
âåòñòâóþùèå òî÷íûå ðåøåíèÿ â ðàáîòàõ Áàãðîâà Â.Ã., Îáóõîâà Â.Â., Øà-
ïîâàëîâà Â.Í., Øàïîâàëîâà À.Â. è äð.[3]-[6]. Îòìåòèì òàêæå çíà÷èòåëüíûé
âêëàä ìàòåìàòèêîâ Êàëíèíñà Å., Ìèëëåðà B. è Ðóäèãåðà Ð.. Íà îñíîâå ïî-
ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûëà ïðîâåäåíà ñèñòåìàòèçàöèÿ ïðàêòè÷åñêè âñåõ èç-
âåñòíûõ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñ âíåøíèìè ïîëÿìè è íàéäåíû
îáøèðíûå êëàññû íîâûõ òî÷íûõ ðåøåíèé è íîâûõ ïîëåé. Òàêèì îáðàçîì,
íàõîæäåíèå íîâûõ âíåøíèõ ïîëåé, èëè ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ, íà ôîíå âû-
ïîëíåííûõ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå èñ÷åðïàííûì.
Ïîýòîìó ïðèîáðåòàåò èíòåðåñ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé â äàííîì óðàâíå-
íèè ìåòîäàìè, îòëè÷íûìè îò ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ýòî îñîáåííî
âàæíî â òàêèõ ðàçäåëàõ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, êàê êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíà-
ìèêà è êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ïðè ó÷åòå ïîïðàâîê ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé,
ãäå çíà÷åíèå òî÷íûõ ðåøåíèé ôèçè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðóäíî ïåðåîöåíèòü.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áûë ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåøå-
íèé, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå ìåòîäà íåêîììóòàòèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Äàí-
íûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ìåòîäà òî÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ êîíå÷íîìåð-
íûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü òî÷íûå ðåøåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íå äîïóñêàþùèõ ïîëíîå ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ.
Ïåðâûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Øàïîâàëîâà À.Â. è Øèðî-
êîâà È.Â.[7]. Ýòèìè æå àâòîðàìè [8] óêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìåòîäîì íåêîììóòàòèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áûëî ïðî-
èíòåãðèðîâàíî óðàâíåíèå Äèðàêà è Êëåéíà-Ôîêà â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå
íåøòåêêåëåâà òèïà, òî åñòü ïðîñòðàíñòâå, íå äîïóñêàþùåì ïîëíîãî ðàçäåëå-
íèÿ ïåðåìåííûõ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ. Çàòåì âûøëà ðàáîòà Øèðîêîâà È.Â. è
Âàðàêñèíà Î.Ë.[9], â êîòîðîé ïðèâîäèëñÿ ïðèìåð óðàâíåíèÿ Äèðàêà â ðè-
ìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå øòåêêåëåâà òèïà, íå äîïóñêàþùåãî ïîëíîãî ðàçäåëå-
íèÿ ïåðåìåííûõ, îäíàêî èíòåãðèðóåìîãî â íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå. Òàêèì
îáðàçîì, ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó ñëîæèëàñü ïîòðåáíîñòü â ñèñòåìàòèçàöèè
ïîëó÷åííûõ äàííûõ è ïðîâåäåíèè êëàññèôèêàöèè ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ

4



òî÷êè çðåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â íèõ óðàâíåíèÿ Äèðàêà â íåêîììóòàòèâíîì
ñìûñëå.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðîâîäèòñÿ ñ
ïîìîùüþ àëãåáðû ñèììåòðèè. Â àëãåáðó ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Äèðàêà âõî-
äÿò òàê íàçûâàåìûå êèëëèíãîâûå è ñïèíîðíûå ñèììåòðèè. Êèëëèíãîâûå ñèì-
ìåòðèè ñòðîÿòñÿ ïî âåêòîðíûì ïîëÿì Êèëëèíãà, ñïèíîðíûå ñèììåòðèè ñòðî-
ÿòñÿ ïî ñïèíîðíûì ïîëÿì, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ïîëÿ ßíî è ßíî-Êèëëèíãà.
Ôàêòè÷åñêè âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îïåðàòîðîâ ñèììåòðèè äëÿ óðàâíåíèÿ
Äèðàêà ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè óêàçàííûõ ïîëåé, ïîýòîìó äëÿ
ðåøåíèÿ ïðîáëåìû èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ Äèðàêà àêòóàëüíà çàäà÷à î
íàõîæäåíèè ïîëåé Êèëëèíãà è ñïèíîðíûõ ïîëåé. Êðîìå òîãî, ïðîâåäåíèå ïðî-
öåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèîíàëüíî íåçàâè-
ñèìûõ îïåðàòîðîâ ñèììåòðèè. Ýòîò âàæíûé âîïðîñ ïîêà ïîëíîñòüþ íå ðåøåí
â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ ñïèíîðíûå ñòðóêòóðû. Îñîáåííî èíòå-
ðåñíî òîæäåñòâî âèäà D2 = L2, ãäå D � îïåðàòîð Äèðàêà, L � ñïèíîðíûé
îïåðàòîð, êîòîðîå ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü îïåðàòîð L êàê âòîðîé îïå-
ðàòîð Äèðàêà. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìû äàåì äëÿ ÷åòûðåõìåðíûõ ðèìàíîâûõ
ïðîñòðàíñòâ.

1.2 Öåëü ðàáîòû
1) Èññëåäîâàíèå âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè ñïèíîðíûõ ñèììåòðèé äëÿ óðàâíå-
íèÿ Äèðàêà íà ïðîèçâîëüíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè;

2) Âûäåëåíèå êëàññà ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé (ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ), äî-
ïóñêàþùèõ ÷åòûðåõ-è ïÿòèìåðíóþ ãðóïïó äâèæåíèé, â êîòîðûõ íåëüçÿ ïðî-
âåñòè ïðîöåäóðó ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Äèðàêà, íî ìîæíî ïî-
ëó÷èòü òî÷íûå ðåøåíèÿ ìåòîäîì íåêîììóòàòèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ;

3) Äëÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâ èç ïóíêòà 2) ïðîâåäåíèå ïðîöåäóðû èíòåãðèðî-
âàíèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà è Êëåéíà-Ôîêà â íåêîììóòàòèâíîì ñìûñëå, à â òåõ
ñëó÷àÿõ, ãäå ýòî âîçìîæíî, òàêæå è ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ;

4) Îïèñàíèå êëàññà ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ äëÿ îïåðàòîðà Äèðàêà âîçíè-
êàþò òîæäåñòâà âèäà D2 = L2, ãäå L � ñïèíîðíûé îïåðàòîð ñèììåòðèè.

1.3 Íàó÷íàÿ íîâèçíà
Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îðèãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû:

1) íàéäåíû íåîáõîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñïèíîð-
íûõ ñèììåòðèé äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ïðîèç-
âîëüíîé ðàçìåðíîñòè è ñèãíàòóðû; ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ óñëîâèé èññëåäî-
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âàí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñïèíîðíûõ ñèììåòðèé â êîìïàêòíûõ è ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, à òàêæå â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìàòåðèåé;

2) äëÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ÷åòûðåõ-è ïÿòèìåðíîé ãðóïïîé äâèæå-
íèé âû÷èñëåíû êèëëèíãîâû è ñïèíîðíûå îïåðàòîðû ñèììåòðèè äëÿ îïåðà-
òîðà Äèðàêà è èçó÷åíà ñòðóêòóðà àëãåáðû ñèììåòðèè; óêàçàíû òîæäåñòâà â
àëãåáðå ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Äèðàêà;

3) ñðåäè ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ÷åòûðåõ-è ïÿòèìåðíîé ãðóïïîé äâèæå-
íèé âûäåëåíû âñå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ðàçäåëå-
íèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Äèðàêà, íî àëãåáðà ñèììåòðèè óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû î íåêîììóòàòèâíîé èíòåãðèðóåìîñòè;

4) â ïðîñòðàíñòâàõ èç ïóíêòà 3) âïåðâûå óðàâíåíèå Äèðàêà è Êëåéíà-Ôîêà
ïðîèíòåãðèðîâàíî ìåòîäîì íåêîììóòàòèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ;

5) âûäåëåí êëàññ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò âòîðîé îïåðàòîð Äè-
ðàêà è äîêàçàíà åãî ýêâèâàëåíòíîñòü îïåðàòîðó Äèðàêà, îïðåäåëåííîìó ñòàí-
äàðòíûì îáðàçîì. Ïîêàçàíî, ÷òî â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, äîïóñêàþùåì âòî-
ðîé îïåðàòîð Äèðàêà ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû âûðîæäåíî è ââåäåíà âåëè÷èíà äëÿ
ïîëíîãî îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû. Âñêðûò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîé âåëè-
÷èíû. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ÷åòûðåõ-è ïÿòèìåðíîé ãðóïïîé äâèæåíèé, íàéäåíû
âñå ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâ äîïóñêàþùèõ âòîðîé îïåðàòîð Äèðàêà.

6) íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà è Êëåéíà-Ôîêà â íåøòåêêå-
ëåâîì ðè÷÷è-ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå.

1.4 Íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè
êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, êëàññè÷åñêîé è êâàí-
òîâîé ãðàâèòàöèè, òî÷íûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîñìîëî-
ãèè. Íàéäåííûå ðåäóöèðóþùèå óðàâíåíèÿ â îáû÷íûõ ïðîèçâîäíûõ îòêðûâà-
þò äîðîãó äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Äèðàêà è Êëåéíà-Ôîêà
â óêàçàííûõ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëÿõ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ïðè èçó÷åíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðîöåññîâ â èñêðèâëåííûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ.

1.5 Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó
1. Íàõîæäåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñïèíîðíûõ ñèììåòðèé
äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà íà ïðîèçâîëüíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè; ñ ïîìî-
ùüþ àãåáðàè÷åñêèõ óñëîâèé èññëåäîâàíèå âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè ñïèíîð-
íûõ ñèììåòðèé â êîìïàêòíûõ, ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ è ïðîñòðàí-
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ñòâàõ ñ ìàòåðèåé, à òàêæå â ÷åòûðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ÷åòûðåõ-è ïÿ-
òèìåðíîé ãðóïïîé äâèæåíèé;

2. Âûäåëåíèå âñåõ ÷åòûðåõìåðíûõ ïðîñòðàíòñòâ ñ ÷åòûðåõ-è ïÿòèìåðíîé
ãðóïïîé äâèæåíèé, â êîòîðûõ íåëüçÿ ïðîâåñòè ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó ðàç-
äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Äèðàêà, íî àëãåáðà ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ
Äèðàêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû î íåêîììóòàòèâíîé èíòåãðèðóåìî-
ñòè;

3. Äëÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâ èç ïóíêòà 2 ïðîâåäåíèå ïðîöåäóðû íåêîììóòàòèâ-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà è Êëåéíà-Ôîêà;

4. Âûäåëåíèå êëàññà ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò âòî-
ðîé îïåðàòîð Äèðàêà.

1.6 Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà II Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè
"Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ è ãðàâèòàöèÿ"(Òîìñê, 1997), III Ñèáèðñêàÿ Ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ (Òîìñê, 1998), ñåìèíàðàõ êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ôè-
çèêè Òîìñêîãî è Îìñêîãî óíèâåðñèòåòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè
îïóáëèêîâàíû â 6 ñòàòüÿõ.

1.7 Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèÿ îáúåìîì 142 ñòðàíèöû ïå÷àòíîãî òåêñòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, 5 ïðèëîæåíèé, 6 òàáëèö è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëè-
òåðàòóðû â 254 íàèìåíîâàíèé.

2 Ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ñôîðìóëèðîâàíà
öåëü ðàáîòû è ïðåäñòàâëåíà åå íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Ãëàâà I íîñèò îáçîðíûé õàðàêòåð. Â ïóíêòå 1 Ãëàâû I ðàññìîòðåíû îá-
ùèå âîïðîñû òåîðèè ñèììåòðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ïóíêòå 2
Ãëàâû I ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå Äèðàêà â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå è åãî
îïåðàòîðû ñèììåòðèè.

Óðàâíåíèå Äèðàêà â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò {xi} ÷åòûðåõìåðíîãî
ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà èìååò âèä:

DΨ ≡ γkPkΨ = mΨ. (1)

7



Çäåñü D � îïåðàòîð Äèðàêà, m − const, Pk = i(∇k + Γk), ∇k � îïåðàòîð êî-
âàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ïî êîîðäèíàòå xk îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè, ìàòðèöû
Äèðàêà â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå γk = γk(x) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðîèçâîëü-
íîå, íî ôèêñèðîâàííîå ðåøåíèå ñèñòåìû γiγj + γjγi = gij, Γk � ñïèíîðíàÿ
ñâÿçíîñòü, äëÿ êîòîðîé èñïîëüçîâàíà ÿâíàÿ ôîðìóëà Γi = −1/4γk;iγ

k.
Îáùèé âèä îïåðàòîðîâ ñèììåòðèè äëÿ îïåðàòîðà (1) âïåðâûå ïîëó÷åí Øà-

ïîâàëîâûì Â.Í.[10]. Ýòà çàäà÷à ðåøàëàñü òàêæå íåçàâèñèìî Êàðòåðîì è Ìà-
êËåíàãàíîì [11], ÌàêËåíàãàíîì è Ñïèíäåëîì [12]. Îïåðàòîð ñèììåòðèè äëÿ
îïåðàòîðà Äèðàêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ òðåõ íåçàâèñè-
ìûõ îïåðàòîðîâ ñëåäóþùåãî âèäà:

X = ξkPk − i

4
γklξk;l (2)

L =
∗
γj fkjPk +

i

3
γj f̃

kj
;k, (3)

J = 2γγlkfkPl +
3i

4
γfk

;k. (4)

Çäåñü γkl =
1

2
[γk, γl], γ = − 1

4!
eklijγ

kγlγiγj, ∗
γj= − 1

3!
ejkliγ

kγlγi, f̃ij =
1

2
eijklf

kl

� äóàëüíûé òåíçîð ê f ij, eijkl =
√
− det(gmn)εijkl � ïîëíîñòüþ àíòèñèììåò-

ðè÷íûé òåíçîð (ε1234 = 1).
Âåêòîðíîå ïîëå ξk â ôîðìóëå (2) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

ξi;k + ξk;i = 0 (5)

è íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì Êèëëèíãà. Òåíçîðíîå ïîëå â ôîðìóëå (3)
ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèÿì

fij + fji = 0, fij;k = eijklg
l, (fij;k + fik;j = 0) (6)

ãäå gl � íåêîòîðûé âåêòîð, è íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ïîëåì ßíî-Êèëëèíãà.
Íà âåêòîðíîå ïîëå â óðàâíåíèè (4) èìååòñÿ ôîðìóëà:

fi;j =
1

4
gijf

k
;k, fi = η,i, (7)

çäåñü η � ñêàëÿð, ýòî âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì ßíî. Îïå-
ðàòîðû (2) íàçûâàþòñÿ êèëëèíãîâûìè (ëîðåíöåâûìè) îïåðàòîðàìè ñèììåò-
ðèè. Îïåðàòîðû (3) è (4) íàçûâàþòñÿ ñïèíîðíûìè (ñïèíîâûìè) îïåðàòîðàìè
ñèììåòðèè îïåðàòîðà Äèðàêà (1). Àëãåáðó êèëëèíãîâûõ è ñïèíîðíûõ îïåðà-
òîðîâ ñèììåòðèè ìû îáîçíà÷àåì ñèìâîëàìè ΛK è ΛS ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëÿ
(6) è (7) ìû íàçûâàåì åäèíûì òåðìèíîì ñïèíîðíûå ïîëÿ.
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Çàìå÷àíèå. Àëãåáðà Ëè êèëëèíãîâûõ îïåðàòîðîâ ñèììåòðèè ΛK óðàâíå-
íèÿ Äèðàêà èçîìîðôíà àëãåáðå Ëè îïåðàòîðîâ ñèììåòðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ôîêà ΛKF : {Xi = ξk

i ∂xk} â òîì ñìûñëå, ÷òî ñòðóêòóðíûå
êîíñòàíòû ýòèõ àëãåáð ñîâïàäàþò.

Â ïóíêòàõ 3-4 Ãëàâû I äàí îáçîð îñíîâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Äèðàêà â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå è ñôîðìóëèðîâàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çà-
äà÷è î âûäåëåíèè ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ÷åòûðåõ-è ïÿòèìåðíîé ãðóïïîé
äâèæåíèé, â êîòîðûõ íåëüçÿ ïðîâåñòè ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Äèðàêà, íî àëãåáðà ñèììåòðèè êîòîðîãî óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû î íåêîììóòàòèâíîé èíòåãðèðóåìîñòè.

Ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Äèðàêà ìû
ïîíèìàåì â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå 1 Ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå Äèðàêà (1) äîïóñêàåò ïîëíîå ðàç-
äåëåíèå ïåðåìåííûõ, åñëè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò {xi}, â êîòîðîé
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé èìååò âèä:

Ψ = S(x)Ω, Ω = Ψ1(x
1, λ)Ψ2(x

2, λ)Ψ3(x
3, λ)Ψ4(x

4, λ), (8)

[Ψi, Ψj] = 0, det S(x) 6= 0, det

(
∂

∂λ

(
∂Ω

∂xj
Ω−1

))
6= 0.

Øàïîâàëîâûì Â.Í.[13] ïîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Äèðàêà â ðàìêàõ îïðåäåëåíèÿ 1 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâî-
âàíèå òðîéêè âçàèìíî êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ýòîì
ñëó÷àå çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ

DΨ = mΨ, X1Ψ = λΨ, X2Ψ = µΨ X3Ψ = νΨ,

çäåñü λ, µ, ν � ñóùåñòâåííûå ïàðàìåòðû ðàçäåëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Äèðàêà â ñìûñëå îïðåäå-
ëåíèÿ 1 íåèçâåñòíû.

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ìåòîäà íåêîììóòàòèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿä-
êà:

H(x, ∂x)f(x) = 0 (9)

Îïðåäåëåíèå 2 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà (9) èíòåãðèðóåìà, åñëè ïî-
ñòðîåíèå áàçèñà åãî ðåøåíèé ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê êâàäðàòóðàì è èíòå-
ãðèðîâàíèþ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
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Ïóñòü óðàâíåíèå (9) äîïóñêàåò (â îáùåì ñëó÷àå íåêîììóòàòèâíóþ) àëãå-
áðó ñèììåòðèè Λ. Àëãåáðà Λ ïîðîæäàåòñÿ ãåíåðàòîðàìè Xi � ëèíåéíûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà:

[Xi, H] = 0, [Xi, Xj] = ck
ijXk, i, j, k = 1, . . . , dim Λ.

Êàê ïîêàçàíî Øàïîâàëîâûì À.Â. è Øèðîêîâûì È.Â.[8], íåîáõîäèìûì è äî-
ñòàòî÷íûì óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ (9) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ
2 ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

dim Λ + ind Λ = 2(n− 1), (10)

ãäå n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ind Λ � èíäåêñ àëãåáðû Λ, äëÿ åãî âû÷èñ-
ëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà

ind Λ ≡ dim Λ− sup
f∈Λ∗

rank f(ck
ijXk).

Â âàæíîì äëÿ íàñ ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà n = 4, ôîðìóëà (10)
ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

dim Λ + ind Λ = 6. (11)
Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (11) òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) íàõîäèòñÿ

èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:

XiΨJ(x; λ) = ̂̀
i(J, λ, ∂λ)ΨJ(x; λ), (12)

HΨJ(x; λ) = 0, (13)

ãäå ̂̀
i � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàäàþùèå λ � ïðåä-

ñòàâëåíèå àëãåáðû ñèììåòðèè Λ.
Ïîäàëãåáðà ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Äèðàêà ΛK , ïîñòðîåííàÿ ïî êèëëèí-

ãîâûì ñèììåòðèÿì (2), èçîìîðôíà àëãåáðå ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Êëåéíà-
Ôîêà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðóïïó äâèæåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî ðèìàíîâà
ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ âåêòîðû Êèëëèíãà (5), ìû ìîæåì ïî-
ñòðîèòü îïåðàòîðû ñèììåòðèè (2) è, íàëîæèâ óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè (11),
îòîáðàòü òå ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ óðàâíåíèå Äèðàêà è Êëåéíà-
Ôîêà äîïóñêàþò íåêîììóòàòèâíîå èíòåãðèðîâàíèå. Îäíàêî êðîìå êèëëèíãî-
âûõ ñèììåòðèé (2) äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è ñïèíîðíûå
ñèììåòðèè (3) è (4). Ïî ýòîé ïðè÷èíå, åñëè â àëãåáðå ΛK óðàâíåíèÿ Äèðàêà
íå íàõîäèòñÿ íåîáõîäèìîé òðîéêè êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, íåäîñòàþùèé
îïåðàòîð ìîæåò áûòü íàéäåí â àëãåáðå ΛS. Â ýòîé ñâÿçè àêòóàëüíà çàäà÷à èñ-
ñëåäîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ñïèíîðíûõ îïåðàòîðîâ
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ñèììåòðèè (3) è (4), êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ñïè-
íîðíûõ ïîëåé (6) è (7). Ýòèì âîïðîñàì ïîñâÿùåíà Ãëàâà II. Îòìåòèì, ÷òî
ñèñòåìàòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèõ òåí-
çîðíîå ïîëå ßíî-Êèëëèíãà (6), äàíà â ðàáîòàõ Äàéåòöà è Ðóäèãåðà [14],[15] è
÷àñòè÷íî â ðàáîòå Øàïîâàëîâà Â.Í.[10].

Êëàññèôèêàöèÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ïî ãðóïïàì äâèæåíèé õîðîøî èç-
âåñòíà â ëèòåðàòóðå. Ýòà çàäà÷à ðåøàëàñü ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè ïðè òåõ
èëè èíûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Îáùåå ðåøåíèå ïðîáëåìû äà-
íî â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ À.Ç. Ïåòðîâà, Â.Ð. Êàéãîðîäîâà è Â.Í. Àáäóëëèíà.
Ïðè ðàññìîòðåíèè êîíêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ ìû îïèðàëèñü íà ìîíîãðàôèþ
À.Ç. Ïåòðîâà [16], ãäå ðåçóëüòàòû ñâåäåíû âîåäèíî.

Îáðàùåíèå ê êëàññèôèêàöèè ïðîñòðàíñòâ ïî ãðóïïàì äâèæåíèé äèêòóåòñÿ
ïðîñòûìè ôèçè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòè ïðîñòðàíñòâà
áîãàòû ñèììåòðèÿìè, ñ äðóãîé � êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ìîãóò ñî-
äåðæàòü ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, ÷òî äàåò çíà÷èòåëüíóþ ñâîáîäó äåéñòâèé
ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé. Âñå ôèçè÷åñêè èíòåðåñíûå ïðî-
ñòðàíñòâà òèïà Øâàðöøèëüäà, Êåððà, Êåððà-Íüþìåíà è äð. äîïóñêàþò ãðóï-
ïó äâèæåíèé äîñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðÿäêà (îáû÷íî ÷åòâåðòîãî).

Ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâîäèëîñü ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:
1) Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ÷åòûðåõ-è ïÿòèìåðííîé ãðóïïîé äâèæåíèé èç ìîíî-

ãðàôèè [16] ñòðîèì àëãåáðó ΛK êèëëèíãîâûõ ñèììåòðèé (2) äëÿ óðàâíåíèÿ
Äèðàêà è èçó÷àåì ñòðóêòóðó ýòîé àëãåáðû. Åñëè èìååòñÿ òðîéêà êîììóòèðó-
þùèõ îïåðàòîðîâ, ýòîò ñëó÷àé íå ðàññìàòðèâàåì, ò.ê. ïðîöåäóðà ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè Äèðàêà â ýòîì ñëó÷àå òðèâèàëüíà;

2) Çíàÿ ñòðóêòóðó àëãåáðû ΛK , ïðîâåðÿåì óñëîâèå íåêîììóòàòèâíîé èí-
òåãðèðóåìîñòè (11) è îñòàâëÿåì òîëüêî òå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ àëãåáðà
êèëëèíãîâûõ ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ Äèðàêà óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó óñëîâèþ;

3) Èùåì ñïèíîðíûå ïîëÿ (6) è (7) â ýòîì ïðîñòðàíñòâå;
4) Åñëè ïðîñòðàíñòâî íå äîïóñêàåò ñïèíîðíûõ ïîëåé, ïðîâîäèì ïðîöåäóðó

íåêîììóòàòèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ àëãåáðû êèëëèíãîâûõ ñèììåò-
ðèé ΛK ;

5) Åñëè ñïèíîðíûå ïîëÿ ñóùåñòâóþò, âû÷èñëÿåì èõ êîìïîíåíòû è ñòðîèì
ñïèíîðíûå îïåðàòîðû ñèììåòðèè (3) è (4), ïðè÷åì ìû ðàáîòàåì òîëüêî ñ òåìè
îïåðàòîðàìè, äëÿ êîòîðûõ òåíçîð Êèëëèíãà, ïîñòðîåííûé ïî ïîëÿì ßíî èëè
ßíî-Êèëëèíãà, ïðèíàäëåæèò ïîëíîìó íàáîðó;

6) Èçó÷àåì àëãåáðó êèëëèíãîâûõ è ñïèíîðíûõ îïåðàòîðîâ, åñëè íàõîäèòñÿ
òðîéêà êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ, ðåøàåì çàäà÷ó íà ðàçäåëåíèå ïåðåìåí-
íûõ, êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó àëãåáðà êèëëèíãîâûõ ñèììåòðèé óäîâëåòâîðÿåò
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óñëîâèÿì íåêîììóòàòèâíîé èíòåãðèðóåìîñòè, ìû ïðîâîäèì òàêæå ïðîöåäóðó
íåêîììóòàòèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â Ãëàâàõ III è IV äëÿ âñåõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ÷åòûðåõ-è ïÿòè-
ìåðíîé ãðóïïîé äâèæåíèé ðåàëèçîâàí ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì. Òåì ñàìûì
ïðîâåäåíà äîïîëíèòåëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ òî÷êè
çðåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â íèõ óðàâíåíèÿ Äèðàêà.

Ïóíêò 3) íàøåãî àëãîðèòìà ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ýôôåòèâíûõ ñïîñîáîâ
íàõîæäåíèÿ ñïèíîðíûõ ïîëåé. Äëÿ ïîëåé (6) è (7) â ïóíêòàõ 1-2 Ãëàâû II
íàéäåíû íåîáõîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ, ñâîäÿùèåñÿ ê
ëèíåéíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì íà êîìïîíåíòû ïîëåé. Äëÿ âåêòîðíîãî
ïîëÿ ßíî ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå âèäà

fn(gijR
n
k − gikR

n
j + (n− 1)Rn

ijk) = 0. (14)

Òåíçîð Ðèìàíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé: Ri
jkl = Γi

jl,k−Γi
jk,l + Γi

nkΓ
n
jl−Γi

nlΓ
n
jk,

à òåíçîð Ðè÷÷è åñòü ñâåðòêà ïî ïåðâîìó è òðåòüåìó èíäåêñàì: Rjk = Rn
jnk.

Äëÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ ßíî-Êèëëèíãà ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå âèäà

(Rn
kij + Rn

jik)fin −Rn
iikfjn −Rn

iijfkn = 0, (15)

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ i, j, k.
Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû

Rijkl =
R

n(n− 1)
(gikgjl − gilgjk), Rjl =

R

n
gjl

ôîðìóëû (14) è (15) óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî
â ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû íåò ïðåïÿòñòâèé äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ïîäîáíîãî ðîäà ïîëåé, à, çíà÷èò, è äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà ñïè-
íîðíûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà
ñèãíàòóðû (+−−−) êîìïîíåíòû ñïèíîðíûõ ïîëåé âû÷èñëåíû â ÿâíîì âèäå.

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé (14) è (15) â ïóíêòàõ 1-2
Ãëàâû II èçó÷åí âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñïèíîðíûõ ïîëåé â êîìïàêòíûõ è
ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, à òàê æå â ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìàòåðèåé â âèäå
ñïëîøíîé ñðåäû.

Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ßíî â ïóíêòå 1 Ãëàâû II ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðå-
çóëüòàòû

Óòâåðæäåíèå 1 Â êîìïàêòíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè Vn ñ íóëåâûì òåí-
çîðîì Ðè÷÷è (Rik = 0) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà Êèëëèíãà è âåêòîðà
ßíî åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ: ξifi = const.
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Óòâåðæäåíèå 2 Â êîìïàêòíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè Vn ñ íóëåâûì òåí-
çîðîì Ðè÷÷è (Rik = 0), äîïóñêàþùåì âåêòîðíîå ïîëå Êèëëèíãà, âåêòîðíîå
ïîëå ßíî êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííî.

Óòâåðæäåíèå 3 Âåêòîðíîå ïîëå ßíî íà ñèììåòðè÷åñêîì ðè÷÷è-ïëîñêîì
íåïëîñêîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî êî-
âàðèàíòíî ïîñòîÿííî.

Óòâåðæäåíèå 4 Âåêòîðíîå ïîëå ßíî íà ñèììåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,
íå ÿâëÿþùåìñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, ñóùåñòâóåò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííî.

Â ïóíêòå 1 Ãëàâû II ðàññìîòðåí âîïðîñ î âåêòîðå ßíî â ïðîñòðàíñòâàõ ñ
òåíçîðîì Ðè÷÷è âèäà:

Rij − R

2
gij = κTij + Λgij, (16)

çäåñü Tij � òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè, κ � êîíñòàíòà, Λ − const (Λ �
÷ëåí). Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà Tij âûáðàí â âèäå:

Tij = −pgij + (p + ε)uiuj. (17)

Âåëè÷èíû p, ε è ui èìåþò ñëåäóþùåå ôèçè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå. p � äàâëåíèå,
îêàçûâàåìîå äàííûì ó÷àñòêîì ñðåäû, ε � ïëîòíîñòü ýíåðãèè ñðåäû, ui � 4-
ñêîðîñòü ìàêðîñêîïè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ýëåìåíòà ñðåäû. Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1 Â ïðîñòðàíñòâå ñ òåíçîðîì Ðè÷÷è âèäà (16) âåêòîðíîå ïîëå
ßíî ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 4-âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèö
ñðåäû ui êîâàðèàíòíî ïîñòîÿíåí.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð ßíî ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì 4-ñêîðîñòè
fi = ui, ò.å. ïðîÿñíÿåòñÿ åãî ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 1
ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

ε =
2Λ

κ
− 3p. (18)

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà ñèììåòðèè (4) äëÿ óðàâíåíèÿ Äè-
ðàêà â ïðîñòðàíñòâå ñ òåíçîðîì Ðè÷÷è (16) ïðèâîäèò â êîñìîëîãè÷åñêèõ ìî-
äåëÿõ ê çàâèñèìîñòè (18). Èç òåîðåìû 1 ïîëó÷åíî ñëåäñòâèå

∂ε

∂t
= 0,
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êîòîðîå ãîâîðèò î òîì, ÷òî â êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ âèäà (16), äîïóñêà-
þùèõ ñèììåòðèè îïåðàòîðà Äèðàêà âèäà (4), îòñóòñòâóþò âðåìåííûå ñèíãó-
ëÿðíîñòè.

Èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ (15), â ïóíêòå 2 Ãëàâû II óêàçàíû êîìïî-
íåíòû ïîëÿ ßíî-Êèëëèíãà â ñèììåòðè÷åñêèõ ÷åòûðåõìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ,
íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòðàíñòâàìè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Â ïóíêòàõ 3-4 Ãëàâû II â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû ðàññìîòðåíû ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî è ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà ñ
ñèãíàòóðîé (+ − −−). Â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ íàéäåíû ñïèíîðíûå ïîëÿ (6) è
(7), è ïî íèì ïîñòðîåíû ñïèíîðíûå îïåðàòîðû ñèììåòðèè (3) è (4). Ïîêà-
çàíî, ÷òî ñïèíîðíûå ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Äèðàêà â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå
è ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà ñîâïàäàþò (ýêâèâàëåíòíû), àëãåáðà ñïèíîðíûõ
îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé.

Â ïóíêòàõ 1-4 Ãëàâû III ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àåòñÿ ñòðóêòóðà àëãåáðû
ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Äèðàêà â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ÷åòûðåõ-è ïÿòè-
ìåðíîé ãðóïïîé äâèæåíèé. Ïðèâîäÿòñÿ òîæäåñòâà ìåæäó ñïèíîðíûìè è êèë-
ëèíãîâûìè îïåðàòîðàìè ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Âûäåëÿþòñÿ âñå ðè-
ìàíîâû ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ íåëüçÿ ïðîâåñòè ïðîöåäóðó ðàçäåëåíèÿ ïå-
ðåìåííûõ â óðàâíåíèè Äèðàêà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1, íî àëãåáðà ñèììåòðèè
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû î íåêîììóòàòèâíîé èíòåãðèðóåìîñòè (11).

Â ïóíêòå 5 Ãëàâû III îòäåëüíî èçó÷åíû òîæäåñòâà äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà
âèäà:

L2 = D2, (19)
ãäå D � îïåðàòîð Äèðàêà, L � îïåðàòîð ñèììåòðèè (3). Òîæäåñòâî (19) ïîçâî-
ëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü îïåðàòîð L êàê âòîðîé îïåðàòîð Äèðàêà. Â ýòîì æå
ïóíêòå âûäåëåí êëàññ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ, äîïóñêàþùèõ âòîðîé îïåðà-
òîð Äèðàêà, è äîêàçàíà åãî ýêâèâàëåíòíîñòü ñòàíäàðòíîìó îïåðàòîðó Äèðàêà
(1). Äëÿ òîãî ÷òîáû îïåðàòîð ñèììåòðèè L (3) ïðåäñòàâëÿë ñîáîé âòîðîé îïå-
ðàòîð Äèðàêà, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

f ikf j
k = gij, (20)

ãäå fij � àíòèñèììåòðè÷íîå òåíçîðíîå ïîëå ßíî-Êèëëèíãà (6). Ýêâèâàëåíò-
íîñòü îïåðàòîðîâ D è L îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåîñîáåííàÿ ìàòðèöà S,
òàêàÿ, ÷òî

SL = DS. (21)
Èç ôîðìóëû (21) ñëåäóåò ðàâåíñòâî èíäåêñîâ îïåðàòîðîâ D è L

index L = index D. (22)
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Ýòî äàåò íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (22), âïåðâûå äîêàçàííóþ âàí
Õîëòåíîì è äð.[17] äðóãèì ñïîñîáîì.

Ôîðìóëó (20) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ:

Anm
ij gnm = λgij, Anm

ij = fn
if

m
j , (23)

ïîñêîëüêó òåíçîðíîå ïîëå ßíî-Êèëëèíãà îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèç-
âîëüíîãî ìíîæèòåëÿ, ïàðàìåòð λ ïðèíèìàåò ïðèíöèïèàëüíî òîëüêî äâà çíà-
÷åíèÿ: λ = 0, 1. Ñëó÷àé λ = 1 ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ âòîðîãî îïåðàòîðà
Äèðàêà. Ñëó÷àé λ = 0 òðåáóåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, ïîñêîëüêó ïðèâî-
äèò ê ïîÿâëåíèþ îïåðàòîðà ñèììåòðèè ñî ñâîéñòâîì L2 = 0. Ìû ïðèâîäèì
ïðèìåðû òàêèõ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî òåíçîðíîãî ïîëÿ ßíî-Êèëëèíãà, ôèãóðèðóþùåãî â ôîð-
ìóëå (23), äàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì
Óòâåðæäåíèå 5 Òåíçîðíîå ïîëå ßíî-Êèëëèíãà, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
(23), êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííî.

Èòàê, êëàññ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ âîçíèêàåò âòîðîé îïåðàòîð
Äèðàêà, çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè:

gij = f ikf j
k, fij;k = 0, fij + fji = 0. (24)

Çàìå÷àíèå. Ìàòðèöó Anm
ij â ôîðìóëå (23) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæ-

íî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé, ïîñêîëüêó, êàê äîêàçàíî Øèðîêîâûì À.Ï.[19], åñëè
òåíçîð fij (ïðîèçâîëüíûé) êîâàðèàíòíî ïîñòîÿíåí, òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êî-
îðäèíàò, â êîòîðîé ìàòðèöà f i

j ïîñòîÿííà (ïðèâåäåíà ê íîðìàëüíîé æîðäà-
íîâîé ôîðìå).

Ïîÿâëåíèå âòîðîãî îïåðàòîðà Äèðàêà äàåò äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ.
Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî èç (19) è (21) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà S ÿâëÿåò-
ñÿ ñèììåòðèåé äëÿ êâàäðàòà îïåðàòîðà Äèðàêà: D2 = DD = (S−1LS)(S−1LS) =
S−1L2S = S−1D2S, à òàêæå äëÿ ëþáîé åãî ÷åòíîé ñòåïåíè [D2n, S] = 0. Êðîìå
òîãî, ìîæíî ïîñòðîèòü öåïî÷êó îïåðàòîðîâ D

(k)
+ = [D,D

(k−1)
+ ], k = 1, 2, 3, . . .

êîòîðûå àíòèêîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðîì Äèðàêà D (D(0)
+ = [D, S] = DS −

SD), è öåïî÷êó îïåðàòîðîâ D
(k)
− = {D, D

(k−1)
− }, k = 1, 2, 3, . . ., êîòîðûå êîì-

ìóòèðóþò ñ îïåðàòîðîì Äèðàêà D (D(0)
− = {D, S} = DS + SD).

Àíàëîãè÷íóþ öåïî÷êó êîììóòèðóþùèõ è àíòèêîììóòèðóþùèõ îïåðàòî-
ðîâ ìîæíî ïîñòðîèòü è äëÿ îïåðàòîðà L.

Ñâîéñòâà ìàòðèöû S äàþòñÿ ñëåäóþùèìè ëåììàìè:
Ëåììà 1 Ìàòðèöà S óíèòàðíà.
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Ëåììà 2 Åñëè ìàòðèöà S ýðìèòîâà (S+ = S), òîãäà S2 = 1, [D(+), S] = 0
è {D(−), S} = 0.

Îïåðàòîðû D(±) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (25).
Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó

(
D(−), K(−), S

)
, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè

K(−) = D(−)2, S2 = 1, {D(−), S} = 0.

Ïî òåðìèíîëîãèè Ý.Âèòòåíà [18] òðîéêà
(
D(−), K(−), S

)
îáëàäàåò ñóïåðñèì-

ìåòðèåé. Òàêèì îáðàçîì, â êëàññå ïðîñòðàíñòâ (24) ñóùåñòâóåò ñóïåðñèììåò-
ðè÷íàÿ ñòðóêòóðà.

Â ñëó÷àå ýðìèòîâîñòè ìàòðèöû S, ìû èìååì äåëî ñ íåêîòîðîé ôèçè÷åñêè
íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé. Óñëîâèå S2 = 1 äàåò âîçìîæíîñòü èíòåðïðåòèðîâàòü
ýòó âåëè÷èíó êàê àíàëîã ÷åòíîñòè.

Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû D è L êîììóòèðóþò, ïîñòàâèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ:

DΨ = mΨ, LΨ = m′Ψ.

Îäíàêî óñëîâèå (19) ñðàçó äàåò m′ = ±m è ìû èìååì äâà ñîðòà ñîñòîÿíèé
÷àñòèöû Ψ(±):

DΨ(±) = mΨ(±), LΨ(±) = ±mΨ(±).

×òîáû âûäåëèòü ýòè ñîñòîÿíèÿ ìû ââîäèì îïåðàòîðû:

D(±) = (D ± L)/2, (25)

êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

D(±)Ψ(±) = mΨ(±), D(±)Ψ(∓) = 0, D(±)D(∓) = 0.

Ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû Ψ(±) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê "÷åòíûå"è "íå÷åò-
íûå".

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññèôèêàöèþ ðèìàíîâûõ
ïðîñòðàíñòâ ïî ãðóïïàì äâèæåíèé À.Ç. Ïåòðîâà [16]. Â ïóíêòå 5 Ãëàâû III
óêàçàíû âñå ìåòðèêè ñ ÷åòûðåõ-è ïÿòèìåðíûìè ãðóïïàìè äâèæåíèé, êîòîðûå
äîïóñêàþò âòîðîé îïåðàòîð Äèðàêà. Îòìåòèì, ÷òî â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå è
ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà âñå ïîëÿ ßíî-Êèëëèíãà èçâåñòíû. Ïðîâåðêà óñëîâèé
(24) â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ äàåò îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò. Òàêèì îáðàçîì, â
ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå è ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà âòîðîãî îïåðàòîðà Äèðàêà
íå ñóùåñòâóåò.
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Â ïóíêòàõ 1-2 Ãëàâû IV äëÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ àëãåáðà ñèì-
ìåòðèè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû î íåêîììóòàòèâíîé èíòåãðèðóåìî-
ñòè, ïðîâåäåíà ïðîöåäóðà íåêîììóòàòèâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Äè-
ðàêà, è âïåðâûå ïîëó÷åíû ðåäóöèðóþùèå óðàâíåíèÿ â îáû÷íûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Â ïóíêòå 3 Ãëàâû IV àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ïðîäåëàíû äëÿ óðàâíåíèÿ
Êëåéíà-Ôîêà. Â ïóíêòå 4 Ãëàâû IV èç âñåõ ðàññìîòðåííûõ ïðîñòðàíñòâ âû-
ÿâëåíû òå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ýéíøòåéíà, è äëÿ íèõ îïðå-
äåëåí òèï Ïåòðîâà. Â ïóíêòå 5 Ãëàâû IV ðàññìîòðåí ïðèìåð íåøòåêêåëåâà
ðè÷÷è ïëîñêîãî ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ìåòîäîì íåêîììóòàòèâíî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ñ ïîìîùüþ âòîðîãî îïåðàòîðà Äèðàêà íàéäåíî òî÷íîå
ðåøåíèå, ÿâíûì îáðàçîì ïîñòðîåíû ñîñòîÿíèÿ Ψ(±).

Âñåãî íàéäåíî 12 ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ÷åòûðåõìåðíîé ãðóïïîé äâè-
æåíèé è 5 ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ïÿòèìåðíîé ãðóïïîé äâèæåíèé, ãäå äëÿ
óðàâíåíèÿ Äèðàêà íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, íî
àëãåáðà ñèììåòðèè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû î íåêîììóòàòèâíîé èí-
òåãðèðóåìîñòè. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñ ïÿòèìåðíîé ãðóïïîé äâèæåíèé íàéäåíî 6
ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò âòîðîé îïåðàòîð Äèðàêà, äëÿ ïðîñòðàíñòâ
ñ ÷åòûðåõìåðíîé ãðóïïîé äâèæåíèé íàéäåíî 2 òàêèõ ïðîñòðàíñòâà.

Â çàêëþ÷åíèè ïîäâåäåíû èòîãè è ñôîðìóëèðîâàíû âûâîäû äèññåðòàöèè.
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